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Aufgabe 1:

a)
~E = E0~ex

Symmetrien: Translationssymmetrie entlang der z-Achse:

~E = ~E(r, ϕ)

Das Potential ist also auch unabhängig von z ⇒ Ez = −∂zΦ = 0 Spiegelsymmetrie bzgl. der
x-Achse ~E(r, ϕ) = ~E(r,−ϕ)

b)

∆Φ(r, ϕ) =
1

r
∂rr∂rΦ +

1

r2
∂2

ϕΦ = 0

NR:
(∂x + ∂y)Φ(x, y) = 0

Φ(x, y) = A(x)B(y) , ∂x∂yf = ∂y∂xf

0 = ∂xA(x)B(y) + ∂yA(x)B(y) = B(y)∂xA(x) + A(x)∂yB(y)

⇒ 0 =
1

A(x)
∂xA(x) +

1

B(y)
∂yB(y)

∂xA(x) = A(x)c ⇒ A(x) = A0e
cx , ∂yB(y) = −B(y)c ⇒ B(y) = B0e

−cx

Φ(x, y) = Φ0e
c(x−y)

Φ(r, ϕ) = U(r)χ(ϕ)

Mit Laplace in Zylkos.

⇒
r

U(r)
∂rr∂rU(r) = −

1

χ(ϕ)
∂2

ϕχ(ϕ)

⇒
r

U(r)
∂rr∂rU(r) = µ2; ∂2

ϕχ(ϕ) = −µ2χ(ϕ)

⇒ χ(ϕ) = A+eiµϕ + A−e−iµϕ

χ(ϕ + 2π) = χ(ϕ) , eiµ(ϕ+2π) = eiµϕ

⇒ eiµ2π = 1 ⇒ µ ∈ Z

⇒ χ(ϕ) = As,n sinnϕ + Ac,n cos nϕ , n ∈ Z

r∂rr∂rU(r) = µ2U(r)

Ansatz mit der Annahme U analytisch

U(r) =

∞
∑

n=−∞

cnrn

∂rU(r) = U ′ =

∞
∑

n=−∞

ncnrn−1

rU ′ =

∞
∑

n=−∞

ncnrn , r∂rU
′ =

∞
∑

n=−∞

cnn2rn
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∞
∑

n=0

(n2cn − µ2cn) = 0

⇒

∞
∑

n=0

cn(n2 − µ2)rn = 0 ⇒

{

n = ±µ = k ∈ Z , ck beliebig, cn = 0 ∀n 6= k

(cn = 0 ∀n ∈ Z)

⇒ U(r) = ckr
k + c−kr

−k

χ(ϕ) = An sin nϕ + Bn cos nϕ

U(r) = Cnrn + C−nr−n

∂rr∂rU(r) = 0(n = 0 : U(r) = ln
r

c0
⇒ ∆Φ ∝ δ(r)

Φ(r, ϕ) = A0 +

∞
∑

n=1

(Ac,n cos nϕ + As,n sin nϕ)
(

Bnrn + B−nr−n
)

Randbedingungen

1) Φ(r, ϕ) = Φ(r,−ϕ)

2) Φ(R,ϕ) = 0 ∀ϕ ∈ [0, 2π] (Aus Bequemlichkeit)

3) limr→∞
~∇Φ(r, ϕ) = − ~E0

Φ(R,ϕ) = A0 +

∞
∑

n=1

Ac,n cos nϕ(BnRn + B−nR−n)
!
= 0

• Ac,n = 0(n ∈ N) ⇒ triviale Lösung  

• A0 = 0; BnRn + B−nR−n = 0 ⇒ B−n = −BnR2n

⇒ Φ(r, ϕ) =

∞
∑

n=1

Ac,n cos nϕRnBn

(

( r

R

)n

−

(

R

r

)n)

An := Ac,nRnBn

• ~∇ = (∂r,
1
r
∂ϕ) , ~E = E0~ex

~ex = cos ϕ~er − sinϕ~eϕ

lim
r→∞

((∂rΦ)~er + (
1

r
∂ϕΦ)~eϕ) = −E0 cos ϕ~er + E0 sin ϕ~eϕ

Feld ist im Unendlichen konstant ⇒ Potential muss dort linearen Zusammenhang mit r haben

= A1

(

r

R
−

R

r

)

cos ϕ =
A1

R

(

r −
R2

r

)

cos ϕ ⇒
A1

R
= −E0

• Das elektrische Feld im Inneren des Leiters ist 0.

c)

En|r=R = −
∂Φ

∂~b

∣

∣

∣

∣

r=R

= −(~n · ~∇)Φ = −4πσinf

~n = ~er ; ~n · ~∇ =
∂

∂r
; Φ = −E0 cos ϕ(r −

R2

r
) mit r ≥ R

σinf =
1

2π
E0 cos ϕ
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Qinf ∼

∫ 2π

0
dϕσinf = 0

Q = Q+ + Q− ⇒ Q+ = −Q−

Q ≥ 0 : ϕ ∈ {−
π

2
,
π

2
}

Q ≤ 0 : ϕ ∈ {
π

2
,
3π

2
}

Q+

z
=

−Q−

z
= R

∫ π

2

−
π

2

dϕσinf =
RE0

π

ρ+(~x) =
1

2π
E0 cos ϕδ(r − R)

~R+Q+ =

∫

d3x~xρ+(~x) =
R2E0

2π

∫ π

2

−
π

2

dϕxr

(

cos ϕ

sin ϕ

)

cos ϕ =
R2E0

4
~eX

~R+ =
π

4
R

~R− = −~R+

~d

z
== ~R+

Q+

z
+ ~R−

Q−

z
=

R2E0

2
~ex

b

~R+
b

~R−


